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Un modèle semi-paramétrique
Procédure d'estimation lorsque q = 1

Un modèle semi-paramétrique
Nous cherchons à estimer Vect(B) dans le modèle suivant :

y (1) = f1(x′B, ε(1)),
...

...

y (q) = fq(x′B, ε(q)),

avec

I y (1), . . . , y (q) : des variables aléatoires univariées observées,

I x : une variable aléatoire de dimension p observée,

I B : une matrice réelle p × K de rang K inconnue,

I ε(1), . . . , ε(q) : des variables aléatoires univariées inconnues,

I f1, . . . , fq : des fonctions quelconques et inconnues de RK+1

dans R,
I K < p, d'où une réduction de dimension.

SIR multivarié Coudret, Girard, Saracco 4/24



La régression inverse par tranches (SIR)
Adaptations pour une variable multivariée

Conclusion et perspectives

Un modèle semi-paramétrique
Procédure d'estimation lorsque q = 1

Un modèle semi-paramétrique

Dé�nitions et notations

I Nous appelons Vect(B) espace EDR, pour e�cient dimension

reduction.

I Notons β1, . . . , βK les colonnes de B. Ce sont des directions

EDR.

I Notons {xi}i∈{1,...,n} un échantillon i.i.d. de même loi que x.

I Pour chaque j ∈ {1, . . . , q},
{
y
(j)
i

}
i∈{1,...,n}

est un échantillon

i.i.d. de même loi que y (j).
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Procédure d'estimation lorsque q = 1

Considérons l'exemple suivant :

y (1) = (x′β1)3 + ε(1)

avec

I x = (x (1), x (2))′ ∼ N (µ,Σ),

I µ = (0, 1)′, Σ =

(
1 1

1 2

)
,

I ε(1) ∼ N (−2, 2500),

I β1 = (1,−3)′.
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Procédure d'estimation lorsque q = 1

Figure : Simulation d'un

échantillon {x1, . . . , xn}
avec n = 1000.
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Procédure d'estimation lorsque q = 1

Figure : Nous calculons,

pour tout i ∈ {1, . . . , n},
x̃i = xi − µ̂ où µ̂
est l'estimateur usuel de

µ. Nous découpons R en

H = 10 intervalles dis-

joints (ou tranches) tels

qu'il y ait n/H éléments

de
{
y
(1)
i

}
i∈{1,...,n}

dans

chacune d'elles. Nous ap-

pliquons ce tranchage à

{x̃i}i∈{1,...,n}.
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Procédure d'estimation lorsque q = 1

Figure : Pour tout h ∈
{1, . . . , H}, nous calcu-

lons le barycentre ˆ̄xh des

points {x̃i}i∈{1,...,n} appar-

tenant à la tranche h : on

ne retrouve pas la direction

EDR (ligne noire).
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Procédure d'estimation lorsque q = 1

Figure : Les points ont ten-

dance à se répartir dans

une ellipse comme celle en

pointillés. Pour retirer cette

tendance, nous cherchons

β̂1 parmi les vecteurs tels

que β̂
′
1Σβ̂1 soit constant

(ellipse en trait plein).
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Procédure d'estimation lorsque q = 1

Soit ˆ̄x = (ˆ̄x1, . . . , ˆ̄xH), M̂ = ˆ̄xˆ̄x′ et

β̂1 = argmax
u

u′M̂u

u′Σu

β̂1 est le �premier� vecteur propre généralisé de M̂ et Σ.

En pratique, nous n'avons pas Σ, nous utilisons l'estimateur usuel

Σ̂ à la place.

Lorsque Σ̂ est inversible, β̂1 est également le �premier� vecteur

propre de Σ̂
−1
M̂.

Dans notre exemple, nous trouvons β̂1 = (0.30,−0.95)′.
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Procédure d'estimation lorsque q = 1
Pour tout h ∈ {1, . . . ,H}, soient sh la tranche h et,

x̄h = E(x|y (1) ∈ sh), et soient x̄ = (x̄1, . . . , x̄H), et M = x̄x̄′.

Soit B̂ la matrice contenant les K �premiers� vecteurs propres de

Σ̂
−1
M̂.

Si nous avons la condition de linéarité suivante pour tout b ∈ Rp,

∃(c0, . . . , cK ) ∈ RK+1, E(x′b|x′β1, . . . , x′βK ) = c0 +
K∑

k=1

ckx
′βK

et si M a K valeurs propres strictement positives alors Vect(B̂)
converge en probabilité vers Vect(B).

Approche introduite par Li (1991). Voir aussi Zhu et Ng (1995).
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Estimation avec MSIR

Complexi�ons le modèle précédent :{
y (1) = (x′β1)3 + ε(1),

y (2) = 10 (x′β1)2 + 100 I(x′β1 > 0) + ε(2),

avec ε(2) ∼ N (−2, 2500).

Après génération des éléments de
{
y
(2)
i

}
i∈{1,...,n}

, nous réalisons

un second tranchage de {x̃i}i∈{1,...,n}.

Pour chaque tranche, nous obtenons un barycentre correspondant à

la variable y (2).
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Estimation avec MSIR

Figure : Barycentres rela-

tifs à y (1) (points) et à y (2)

(croix).
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Estimation avec MSIR

Figure : Pour chaque

y ∈ {1, . . . , q}, nous

remplaçons les barycentres

correspondants par K

points ˆ̄̄xj ,1, . . . , ˆ̄̄xj ,K tels

que l'estimation de l'espace

EDR reste inchangée.
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Estimation avec MSIR

Soit ˆ̄̄x = (ˆ̄̄x1,1, . . . , ˆ̄̄x1,K , . . . , ˆ̄̄xq,1, . . . , ˆ̄̄xq,K ) et ̂̄M = ˆ̄̄xˆ̄̄x′.

Nous estimons l'espace EDR par celui engendré par la matrice V̂

des K �premiers� vecteurs propres de la matrice Σ̂
−1 ̂̄M.

Si l'estimation univariée de l'espace EDR à partir de y (j) mène à

une matrice notée B̂(j), nous avons (ˆ̄̄xj ,1, . . . , ˆ̄̄xj ,K ) = Σ̂B̂(j).

Pour chaque j ∈ {1, . . . , q}, nous dé�nissons M(j) à partir de y (j)

comme nous avons dé�ni M à partir de y (1).

Sous la condition de linéarité et si pour tout j ∈ {1, . . . , q}, M(j) a

K valeurs propres strictement positives alors Vect(V̂) converge en

probabilité vers Vect(B) (Coudret, Girard et Saracco).
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Estimation avec MSIR

Si nous réalisons l'estimation directement à partir des qH

barycentres, nous obtenons le pooled marginal slicing (PMS).

Voir Aragon (1997), Saracco (2005).

Une autre méthode de fabrication des barycentres mène au k-means

inverse regression (KIR) de Setodji et Cook (2004).

MSIR, PMS et KIR o�rent des résultats similaires en simulation

avec un léger avantage pour PMS.

Pourquoi utiliser MSIR plutôt que PMS ?
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Classi�cation

Nous pouvons être amenés à essayer d'expliquer des variables qui

ne partagent pas le même espace EDR de dimension K.

Nous voulons créer des groupes de variables sur lesquels appliquer

notre modèle.

Pour deux variables y (j1) et y (j2), soient Vect(B(j1)) et Vect(B(j2))
les espaces EDR de dimension K qui leur sont respectivement

associés.

Si Vect(B(j1)) = Vect(B(j2)) alors ∀ε > 0,

P
(∣∣∣∣ 1K ∥∥∥B̂(j1)Σ̂B̂(j2)

∥∥∥2
2
− 1

∣∣∣∣ > ε

)
→ 0

lorsque n→∞.
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Figure : Valeurs de
1
K

∥∥∥B̂(j1)Σ̂B̂(j2)
∥∥∥2
2

pour

un modèle à 12 variables

réparties en groupes.
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Classi�cation

En utilisant uniquement
{
B̂(j)

}
j∈{1,...,q}

et Σ̂ nous pouvons

I calculer le critère pour classi�er les variables,

I estimer les espaces EDR de chacun des groupes.

Faire de même avec la méthode PMS nécessite au moins le

stockage des barycentres soit H points par variable à la place de K

avec MSIR.

En pratique K est souvent proche de 1 alors que H doit être assez

grand pour obtenir des estimations précises des espaces EDR.
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Conclusion et perspectives

I Utilisation de MSIR à la place de PMS :

→ performances légèrement diminuées (estimation),

→ coûts moindres en ressources de calcul (classi�cation).

I En pondérant Σ̂B̂(1), . . . , Σ̂B̂(q) par les valeurs propres

associées à chaque SIR univarié, nous obtenons de meilleurs

résultats.

I Applications à des données réelles :

→ notes des élèves des écoles de Minneapolis,

→ données spectrales de la surface de Mars (q = 352).

I Applications possibles à des données génétiques :

→ plusieurs marqueurs, plusieurs phénotypes,

→ développement de tests d'hypothèse.
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Simulations

Nous générons des échantillons de taille n = 100 à partir du modèle

suivant : 
y (1) = x′β1 + ε(1),

y (2) = (x′β1)3 + 3ε(2),

y (3) = x′β1(1 + ε(3)),

(4.1)

où :

I x ∼ N (µ,Σ),

I µ ∼ N ((0, . . . , 0), I20),

I Σ = LL′ + 0.1I20,

I L est une matrice 20× 20 et vec(L) ∼ N ((0, . . . , 0), I400),

I β1 = (1, 2, 3, 4, 5, 1, . . . , 1),

I pour tout j ∈ {1, . . . , 3}, ε(j) ∼ N (0, 1),
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Simulations

Nous estimons Vect(β1) avec

I SIR univarié pour chaque variable (B̂(1), B̂(2), B̂(3)),

I la version multivariée de SIR présentée ici (V̂),

I une version alternative utilisant une pondération (
̂̃
V),

I le k-means inverse regression (V̂KIR),

I le pooled marginal slicing (V̂PMS).

Le critère de qualité de l'estimation choisi est le squared trace

correlation. Voir par exemple Ferré (1998).
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Simulations

Figure : Boîtes à mous-

taches de 100 critères de

qualité pour chaque estima-

teur appliqué sur des don-

nées simulées à partir du

modèle (4.1).
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Modèle avec plusieurs espaces EDR

y (1) = x′β1 + ε(1),

y (2) = (x′β1)3 + 3ε(2),

y (3) = x′β1(1 + ε(3)),

y (4) = x′γ1 + ε(4),

y (5) = (x′γ1)3 + 3ε(5),

y (6) = x′γ1(1 + ε(6)),

y (7) = x′δ1 + ε(7),

y (8) = (x′δ1)3 + 3ε(8),

y (9) = x′δ1(1 + ε(9)),

y (10) = ε(10),

y (11) = ε(11),

y (12) = ε(12),
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Modèle avec plusieurs espaces EDR

où :

I x ∼ N (µ,Σ),

I µ ∼ N ((0, . . . , 0), I20),

I Σ = LL′ + 0.1I20,

I L est une matrice 20× 20 et vec(L) ∼ N ((0, . . . , 0), I400),

I β1 = (1, 2, 3, 4, 5, 1, . . . , 1),

I γ1 = (5, 4, 3, 2, 1, . . . , 5, 4, 3, 2, 1),

I δ1 = (1,−1, 2,−2, 1,−1, . . . , 1,−1),

I pour tout j ∈ {1, . . . , 12}, ε(j) ∼ N (0, 1),

I n = 1000.
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